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Resumen

La tipologia de los rendimientos de la funcion de produccion esta relacionada con la tipologia que
puede presentar la funcion de costos medios de una empresa a largo plazo. A largo plazo todos
los factores de produccion son variables. El objetivo fue determinar la relacion existente de los
rendimientos que presenta la funcion de produccion con las tipologias que puede presentar la
funcion de costo medio a largo plazo. La metodologia utilizada fue, por una parte, de una revision
bibliografica, y, por otra parte, se valio del uso de la matematica para tener un caracter demostrativo,
mediante el uso de funciones y ecuaciones econdmicas, aplicando derivadas para optimizar y ver
tendencias. Los resultados muestran: ante la presencia de rendimientos crecientes a escala, existe
economias de escala; mientras, si la funcién de produccion presenta rendimientos decrecientes a
escala, existe deseconomias de escala; y finalmente, ante la presencia de rendimientos constantes
a escala, existe economias de escala constante. En conclusion, la tipologia de rendimientos de la
funcion de produccion tiene implicancia en las tipologias que presente la funcion de costo medio a
largo plazo.

Palabras clave: funcion de produccion de Cobb-Douglas, rendimientos de escala, economias de
escala.

Abstract

The typology of the returns of the production function is related to the typology that the average
cost function of a company can present in the long term. In the long term all factors of production
are variable. The objective was to determine the existing relationship of the returns presented by
the production function with the typologies that the long-term average cost function can present.
The methodology used was, on the one hand, a bibliographic review, and, on the other hand, it used
the use of mathematics to have a demonstrative nature, through the use of economic functions and
equations, applying derivatives to optimize and see trends. The results show: in the presence of
increasing returns to scale, there are economies of scale; while, if the production function presents
decreasing returns to scale, there are diseconomies of scale; and finally, in the presence of constant
returns to scale, there are economies of constant scale. In conclusion, the typology of returns of the
production function has implications for the typologies presented by the long-term average cost
function.
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Introduccion

Demandamos una gran cantidad de bienes para
satisfacer nuestras necesidades a diario. Los productos
que encontramos en las alacenas de los mercados, son
ofrecidos por las empresas. La produccion de bienes es
efectuada a través de las unidades productivas llamadas
empresas (Vargas, 2014), que su principal actividad
es combinar determinada cantidad de insumos para
transformar en bienes (Nicholson & Snyder, 2019).

El rol de la produccion dentro de una empresa, se
concibe como la unidad en donde se obtienen los bienes
(Afanador, 2023; de la Hoz & Gonzalez, 2000). “La
produccion de un bien se lleva a cabo por medio de
diferentes combinaciones de los insumos de produccion,
las cuales estan determinadas por la tecnologia
disponible” (Garavito, 2012. p.12); entendida como la
relacion entre el numero de inputs y outputs (Pinos et
al., 2021). “La funcién de produccidon es un concepto
puramente microeconémico que describe la tecnologia
con la que se obtiene el maximo producto dados unos
insumos”(Felipe & McCombie, 2005, p. 45); ello
implica optimizacion y una asignacion eficiente de
recursos, donde la empresa busca maximizar recursos y
beneficios.

La funcion de produccion de la empresa esta dada
por g=f(k,l). Donde: q, cantidad de produccion; k,
cantidad de capital que posee la empresa (entenderemos
por capital, las maquinarias, herramientas, y utensilios
que posee la empresa) y 1, la cantidad de trabajo con
que cuenta la empresa. Segin Garavito (2012, p.2),
“llamamos factores de produccion a las dotaciones de
trabajo, tierra y capital fijo que dispone una empresa”,
y también hace una diferencia entre factores primarios:
trabajo y tierra; y factores secundarios a los distintos
tipos de capital. Los factores de produccion se desgastan
en cada proceso productivo y deben ser repuestos para
un nuevo proceso productivo.

En 1927, fue propuesta la funcién de produccion
de Cobb-Douglas para pronosticar el crecimiento
economico, por el matematico Charles Cobb y el
profesor de economia de la Universidad de Chicago Paul
Douglas. La funcién de produccion permite estimar la
elasticidad de los factores de produccion (Pinos et al.,
2021), bajo el supuesto de un mercado de competencia
perfecta (Briones et al., 2018).

Y, por otra parte, para producir un determinado

bien, la empresa incurre en costos. Sea: ¢(q), la funcion
del costo total de la empresa. La funcidon costo esta
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determinada por la cantidad de produccion, q. El costo:
c(q), sera el costo minimo para tener una combinacion
optima de insumos para poder generar un nivel de
produccion (LeRoy & Meiners, 1990), combinando los
factores productivos que permite el nivel de produccion
de "q" unidades del producto (Tirole, 2013). El
comportamiento de la funciéon de costos a largo plazo
depende de la funcion de produccion de la empresa, que
es la relacion entre la maxima produccion alcanzable y
las cantidades tanto de trabajo como de capital (Parkin
& Loria, 2010).

Existen intervalos de tiempo bien marcados en el
campo microecondomico: el corto plazo y largo plazo.
Ambos difieren en la variabilidad de los factores de
produccion. La empresa se ubica a corto plazo, cuando
al menos uno de los factores de produccion es constante,
la cantidad de capital no cambia y solo varia el factor
de produccién trabajo (Garavito, 2012; Varian, 2010);
mientras que, a largo plazo, todos los factores de
produccion son variables; es decir, Garavito (2012), el
empresario puede modificar el stock de capital e incluso
puede incorporar nuevo procesos de produccion; y
por otra parte Parkin & Loria (2010) sostienen que el
largo plazo, es un espacio temporal, en el que todos los
factores de produccion son variables, la empresa puede
variar tanto la cantidad de capital que utilice como la
cantidad de trabajo. “Las empresas operan en el corto
plazo y planifican a largo plazo” (Garavito, 2012, p. 12).

La empresa busca minimizar sus costos de
produccion y maximizar el nivel de produccion
(Escobar, 2005). Dada esta dinamica de optimizacion de
recursos de la empresa a largo plazo (Chiang, 2006), la
empresa busca determinar en qué tipo de rendimiento
los costos medios de produccion empiezan a disminuir,
mantenerse constantes o aumentar cuando aumenta
cantidad de produccién. Las necesidades son ilimitadas
y los recursos con que cuenta la empresa son escasos
(Mankiw, 2012). Por una parte la empresa utiliza una
determinada tecnologia, la mas oOptima posible para
producir un determinado bien y por otra parte busca
optimizar los costos de produccion (Simon & Blume,
1994).

La funcion: g=f(k,l), a largo puede presentar tres
tipos de rendimientos: i) rendimientos crecientes
a escala, ii) rendimientos constantes a escala y, iii)
rendimientos decrecientes a escala. Estos rendimientos,
estan asociados a economias de escala, economias
constantes de escala y, economias decrecientes a escala.
Aristizabal-Arias & Duque-Orrego (2006), afirman las
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economias de escala estan en funcién con la capacidad
de produccion de la empresa.

Esta investigacion, tuvo como objetivo determinar
la relacion existente de los rendimientos que presenta
la funcion de produccion con las tipologias que puede
presentar la funcion de costos medio a largo plazo.

Materiales y metodologia

La metodologia utilizada para la investigacion fue,
por una parte, la revision bibliografica y por otra parte,
se hizo uso de la matematica, para realizar los calculos
correspondientes de optimizacion y la aplicacion de
derivadas para determinar tendencias de la funcion del
costo medio. Se ha cefiido la funcién de produccion del
tipo Cobb-Douglas. Esta funcion tiene caracteristicas
que se ajustan para cumplir con el objetivo de la
investigacion, como la continuidad y diferenciabilidad
hasta segundo grado; y se tomo6 como referencia la
funcidén isocoste. Después de plantear el problema de
optimizacion que se enfrenta la empresa a largo plazo,
se realizo los calculos matematicos correspondientes,
y después se hizo el analisis de la relacion existente
de los diferentes tipos de rendimiento que presenta la
funcion de produccion con la funcion del coste medio,
para determinar si la empresa presenta economias de
escala, economias constantes a escala y deseconomias
de escala.

La funcion de produccion y costos.
La funcion de produccion.

La funcién de produccion es la representacion de
la relacion funcional entre los insumos y la cantidad
de produccion optima. Muestra la produccidn maxima
que se puede obtener haciendo uso de determinadas
cantidades de factores de produccion. Es una relacion
tecnoldgica y resume la tecnologia mas avanzada
para obtener una determinada cantidad de produccion
(Madala & Miller, 1991). Podemos definir la produccion
en su sentido mas amplio, el uso de recursos que permita
transformar un bien en otro diferente (LeRoy & Meiners,
1990).

Sea la funcion de produccion de Cobb-Douglas:

qg=f(k,)=Ak%lf; a,f>0

Donde: q, cantidad de produccion; k, cantidad de
capital con que cuenta la empresa; I, cantidad de trabajo;
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y o.,p, elasticidades de capital y trabajo respectivamente.
La cantidad de produccion esta determinada por la
cantidad de capital y trabajo con que cuenta la empresa.
Ambos factores de produccion son variables al largo
plazo.

La funcion de produccién a largo plazo lo podemos
representar por una isocuanta. La isocuanta nos indica
todas las combinaciones de factores de produccion que
generan exactamente q unidades de produccion (Varian,
1992), que es una cantidad dada de produccion y no un
nivel de utilidad (Varian, 2010); por otra parte Simon
& Blume (1994), consideran a la isocuanta como el
conjunto de cantidad de produccion. La isocuanta es
estrictamente convexa y monotona.

q=f(D

Figura 1. Isocuanta

Se tiene la isocuanta Cobb-Douglas: q=f(k,1)=Ak"a
1"B;a,p>0. Si deseamos utilizar una determinada
cantidad de capital y trabajo para obtener una cantidad
de produccidn, y para ello podemos aumentar o reducir
todos los factores de produccion en una proporcion,
t>0 (Varian, 1992). Por otra parte Chiang (2006),
sostiene una funcién f(.) es homogénea de "m", si cada
una de las variables independientes es multiplicada
por una constante "t\" "(t>0) altera el valor de la
funcién en la proporcion "tAM "
Sydsacter & Hammond (1996), sostienen: “El grado
de homogeneidad de una funciéon puede ser un niimero
arbitrario, positivo, cero, o negativo”. Matematicamente
lo podemos expresar

, y en la misma linea

Entonces podriamos tener los siguientes rendimientos
a escala (Escobar, 2005; Nicholson & Snyder, 2019):

fltxy oz v, tx,) = U7 f (X0, X5 00) X)

Caso 1: atp>1. La funcién de produccion presenta
rendimientos crecientes a escala. La funcion de
produccion es homogénea de grado mayor a 1.

q = f(k 1) = Ak“IF

f(tk,t) =t**Bq, t>0
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Caso 2: a+f=1. La funcién de produccion presenta
rendimientos constantes a escala. La funcion de
produccion es homogénea de grado 1.

q = f(k, 1) = Ak“1P
F(th, tD) =tq, t >0

Caso 3: at+p<l1. La funcién de produccion presenta
rendimientos decrecientes a escala. La funcion de
produccion es homogénea de grado menor que 1.

q = f(k,1) = Ak®1P
f(tk,t) =t**Bq, t >0

La recta isocoste.

Sea una funcion de costo lineal expresada en funcion
de los precios de los factores de produccion y también
en funcion a la cantidad de factores de produccion que
ha de utilizarse. Lo podemos expresar de la siguiente
manera:

c(k,lLw,R) =c(.) =wl+ Rk

Donde: c¢(.), costo de produccidn; w, salario por
cada unidad de trabajo; R, costo de alquiler por unidad
de capital; k y 1, factores de produccion: capital y
trabajo respectivamente. Los precios de los factores de
produccion son completamente exdgenas al empresario
(Chiang, 2006).

El mercado de los factores de produccion tiene
las caracteristicas de un mercado de competencia
perfecta. En el mercado de trabajo los trabajadores
son homogéneos, cada trabajador tiene las mismas
capacidades de produccion, es decir tiene el mismo
nivel de conocimiento; y con respecto al capital, todos
los capitales existentes en el mercado son homogéneos
también (Mora, 2009; Mejia-Matute et al., 2023).
El empresario puede hacer uso de los trabajadores
pagandole un salario "w" por unidad de trabajo; y
también puede hacer uso del capital con un precio de
alquiler de "R", por unidad de capital.

o _
al

de

ﬁ:R

w,
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La recta isocoste lo podemos representar en la Figura
2. Dada la combinacién de demanda de los factores de
produccidn, el costo siempre va a ser igual a ""c".

=T

c =wl+ Rk
=

l

c
Figura 2. Recta isocoste. -
w

El problema de la minimizacion.

La empresa se enfrenta a una situacion de
minimizacion de costos queriendo alcanzar un maximo
nivel de produccion. El punto 6ptimo es cuando la
pendiente de la isocuanta sea igual a la pendiente de la
recta isocoste (Chiang, 2006); es decir, el ratio de las
productividades marginales sera igual al ratio de las
salarios de los factores de produccion:

QW

q. R

Graficamente se tiene:

c=wl+ Rk

q=fl,D

1

Matematicamente el productor a largo plazo se va
a enfrentar, al siguiente problema de optimizacion para
encontrar el costo optimo (Escobar, 2005):

min ¢ = wl + Rk
[Kk*,1*}

sa.q = f(k, 1) = Ak“IP

eISSN: 2790-2145 ISSN: 2618-1207.
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Siendo un problema de minimizacion

restricciones, se tiene:

con

L(k,LA) = wl + Rk + A(q — Ak“1#)

Por condiciones de primer orden se tiene:

OL(k.LA) _ 0=R—AaAk* 1 =0.... (i)
dk
w =0=w— APAk*IE-1 =0..... (ii)
oL(k,12) erp
T_{):q—/—lkl =0.... (iit)
Resolviendo la ecuacion (i) y (i), se tiene la siguiente
equivalencia:
A=A
R B w
aAke 1B = BAkelF1
R w

aAk=11E ~ BAke[B-1

wao .
k :EEI ...... (Hﬂ)

(iv) reemplazando en la ecuacion (iii), se tiene
los valores optimos demandados de los factores de
produccion.

g g
w lasmrg farpr g arm

= ; ; ’
Aars) R (@tB)p it

R“/(am)ﬁ“/(ﬁmql/(aw)

Ay @rs) g VB

La funcidn costo optima es:
c* =wl"+ Rk*

Sea la funcidn de costo:

g
w @t R atB)

1
c(Aw.Rq)=q @B |(@+p)——
Aarp) g Vasp g farm
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Si:

;
W /(amm“/(aw)

M=|(a+p)
2 B
Al armrg s g fare)

Entonces se tiene:

Y
c(q) = Mq '@+

La curva de costo medio a largo plazo, es la
relacion entre el costo total medio mas bajo posible y la
produccion cuando varian tanto el tamafio de la planta
como la cantidad de trabajo (Parkin & Loria, 2010).

La curva de costo medio a largo plazo es una curva
de planeacion. Indica a la empresa el tamafo de planta
y la cantidad de trabajo que debe usar en cada cantidad
de produccion para minimizar el costo medio (Parkin &
Loria, 2010).

Resultados

Sea la funcidn del costo medio:

Mgq /a+8)

q

1—(a+pB)
CMe(q) = Mq “@*F) ,qg >0

CMe(q) =

El comportamiento de la trayectoria de la funcion
de costo medio estard determinado por cuanto es el
resultado de: "o+p". Podemos tener tres casos:

Caso 1: atP>1. La funcién del coste medio es
decreciente. A mayor cantidad de produccion el costo
medio disminuye. Tenemos economias de escala.

dCMe(q) _1—(a+p) ~122atB)  dc(q)

— <0
dq @+p) ! aq

Caso 2: at+p=I1. La funcion del costo medio tiene
una tendencia a ser constante. Tenemos la presencia de
economias constante de escala dentro de la empresa.

_ ~2(a+p)
dCMe(q) _1 (a+p) Mq%ﬁ_ _ de(q) 0
9q (a+p) 9q
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Caso 3: a+f<1. La funcion del costo medio tiene una
tendencia creciente a medida que aumenta el nivel de
produccion. Tenemos deseconomias de escala.

dCMe(q) _ 1— (a+ ,G)M %"ﬂ _ de(q)

=0
dq @rp 1 aq

Discusion

Segun Revollo & Londofio (2011): “Las economias
de escala describen el comportamiento de los costos
de acuerdo con una variacion en los productos y otras
variables relacionadas con el tamafio”, mientras para
Parkin & Loria (2010) las economias de escala son
atributos tecnologicos de una empresa teniendo como
efecto estos atributos en una disminucion del costo
medio a medida que la cantidad de produccion aumenta.
Por otra parte Ramirez et al. (2010) sostienen que para
generar economias de escala implica que sus funciones
de produccion y costos deben exhibir rendimientos
crecientes, y que son los aprendizajes y capacidades
empresariales los que les permiten reducir sus costos
respecto a la produccion acumulada. A medida que
aumenta la cantidad de produccion disminuye los costos
medios: (0c(q))/0q<0. La funcion de produccion presenta
rendimientos crecientes a escala. Es una situacion
conveniente para la empresa, ya que los costos medios
disminuyen a mayor nivel de produccion. Para Ferro &
Lentini (2010), las economias de escala se vinculan con
la tendencia decreciente de los costos medios en el largo
plazo a medida que la produccion aumenta.

Por otra parte cuando: (0c(q))/0q=0. El costo medio
de la empresa se mantiene constante a medida que
aumenta la cantidad de produccion. Implica que la
funcion de produccion presenta rendimientos constantes
a escala. Los rendimientos constantes a escala son
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